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Férmula de Euler

Férmula de Euler

e’ = cos(x) + j sen(x)

e = cos(x) — jsen(x)

cos(x) = %(ejx + )
1 jx —jx
sen(x) = Z(e’ —e )
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A transformada de Fourier é uma ferramenta que transforma uma onda
(fungdo ou sinal) numa representagdo alternativa.

Esta representacdo é caracterizada pelas frequéncias de funcdes seno e
Cosseno.

A transformada de Fourier mostra que uma funcio pode ser escrita como
uma soma de sinusdides.
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Transformada de Fourier

Transformada de Fourier (equagdo de analise)

+oo .
X(w) = / x(t)e—I“t dt

—00

Transformada Inversa de Fourier (equag3o de sintese)

= L " X () &t
x(t) = 5 (w) & dw

—00

Este par de equacdes define a transformada de Fourier e o par
representa-se por

x(t) <5 X(w)
X(w) = F{x(t)} x(t) = FH{X(w)}
Também ¢é usual escrever-se X(jw).

A varidvel w designa-se por frequéncia angular.
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Transformada de Fourier

A transformada de Fourier também pode ser expressa em funcdo da
frequéncia f efectuando uma mudanca de varidvel, sendo f = % e

w = 27f. Nesse caso o factor de escala % desaparece, as equacgdes de
sintese e andlise tomam a forma

Transformada de Fourier (equagdo de andlise)

X(f) = /+oo x(t)e 2t dt

—0o0

Transformada Inversa de Fourier (equacio de sintese)

+o0 .
x(t) = X(f) &2t df

—0o0
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A transformada X(w) é geralmente referida como espectro de x(t), uma
vez que dd informagdo sobre a composicdo de x(t) no dominio das
frequéncias.

A transformada de Fourier X(w) é, em geral, uma fungdo complexa.

Assim, é habitual representd-la em termos da sua amplitude |X(w)| e fase
d(w) = <X (w), escrevendo-se

X(w) = [X(w)| &)

A fungdo |X(w)| designa-se por espectro de amplitude e a fun¢io ¢(w)
por espectro de fase.
O conjunto dos dois espectros designa-se por diagrama de espectro.



Como no caso da série de Fourier, as condicoes de Dirichlet s3o
suficientes para assegurar a convergéncia da transformada de Fourier. A
funcdo/sinal x(t) deve

“+oo
o ser absolutamente integravel, isto é, / |x(t)|dt é finito;

—00

o ter um ndmero finito de maximos e minimos em qualquer intervalo de
tempo finito;

o ter um ndmero finito de descontinuidades em qualquer intervalo
finito, devendo essas descontinuidades ter amplitude finita.

Nesse caso a reconstrugdo de x(t) é exacta excepto nas descontinuidades
(em que assume o valor médio dessas descontinuidades).



Funcao Degrau Unitdrio

Definicao:
Chamamos fungao degrau unitario (ou fungcao de Heaviside) a fungdo

u(t)

u(t)=H(t)={ 2 ;;8
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Transformada de e ?*u(t)

Exercicio: Determinar a transformada de Fourier da funcdo

x(t)=e?u(t) com a>0

1 w
|X(UU)| = m <):X((U) = —arctg (;)

1X(w)! EX(w)




Transformada de e 2!t

Exercicio: Determinar a transformada
de Fourier da funcdo

x(t)=e"?t  com a>0
X{w)
2/a
2a
X(w) =—5——
(W) 32 + w2 1/a
Note-se que, como x(t) é par,
X(w) é real.
-a a [
oAt T 2a

a2+ w?
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Funcao Impulso Unitério ou Delta de Dirac

0, t<0
5.(0)=4 2, 0<t<e
0, t>c¢
come >0
o /0, t#0 5(t)
+o0o
/ o(t)dt =1
FLo(t)) =1 L
5(t) < 1
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E habitual definir o sinal impulso rectangular p,(t), com a € RT, como

() = 1, —a<t<a
Palt) = 0, caso contrério

x(t)

Exercicio: Determinar a transformada de Fourier de p,(t).

P,(w) = % sen(aw)
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E usual definir a fungdo sinc (seno cardinal) como

1 t=20
sinc(t) = ¢ sen(t) .
. caso contrério
A figura ilustra a fungdo sinc(rt).
A
1
|/-\?\_/‘|/\ l\/‘l/\l‘ +—>
-4 -2 0 V2 4 t

A func3o anula-se para wt = k7, ou seja, t = k, com k € Z.
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Funcao Impulso Rectangular

Usando a fung¢do seno cardinal (sinc), temos

sen(aw)

= 2asinc(aw)

Fipa(t)} = Paw) = %sen(aw) 22

Escrevemos
pa(t) PN 2asinc(aw)

()

—a o a
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Algumas Transformadas

1
e tu(t) -
a—+ jw
2a
el I,
a2 +w?

pa(t) <5 2a sinc(aw)
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Propriedades

Linearidade

kixa(t) + koa(t) <5 kaXi(w) + keXo(w)

com Xi(w) = F{x1(t)}, Xo(w) = F{x2(t)} e ki, ko € R
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Propriedades

Translagao no Tempo

x(t—to) <+ e dhX(w)

com X(w) = F{x(t)} eto € R
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Propriedades

Translagao na Frequéncia

x(t) &t Iy X(w - wo)

com X(w) = F{x(t)} ewp € R
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Exemplo: Calcule a transformada do sinal y(t) = ps(t — 4) + ps(t) &/3t.
Sabemos que p,(t) & 2asinc(aw). Para a =5 vem
ps(t) <510 sinc(5w)
Uma vez que x(t — to) & e /@b X(w), temos
pa(t—24) X5 e d*10sinc(5w) th=4
Além disso, x(t) &0t <5 X(w — wp), de onde
f

ps(t) &t <5 10sinc(5 (w — 3)) wo =3

Logo '
Y (w) = 10 e /*sinc(5w) + 10sinc(5 (w — 3))

tpa



Propriedades

Mudanca de Escala

com X(w) = F{x(t)} e ac R\ {0}
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Propriedades

Reflexao

x(—t) X(-w)

com X(w) = F{x(t)}
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Propriedades

Dualidade ou Simetria

X(t) & 2nx(—w)

com X(w) = F{x(t)}
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Alguns Pares de Transformadas

pa(t) <5 2a sinc(aw)

2asinc(at) PN 27 pa(w) isinc(at) PN pa(w)
T
0 Xa)
2a
1
—
N
a0 e ¢ G Y O W
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Alguns Pares de Transformadas

2a
PN
ac+w
2a 1 T
5 5 <i> 27re_a|_‘”| S 2 (L —e_a|w|
as+t as+t a

—>

‘A ﬂ“\
o t 0 o
el ™ I sl
« —
o t 0 «©
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Propriedades

Seja x(t) uma fungdo derivavel tal que lim x(t) =0, entdo
t—3oo

Derivacao no dominio do tempo

dx(t) F .
. JwX(w)

com X(w) = F{x(t)}
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Propriedades

Derivacao no dominio do frequéncia

dX(w)

(i) x(t) = =

com X(w) = F{x(t)}
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Propriedades

Integracao no dominio do tempo

t

/ x(F)dr L5 7X(0)6(w) + J%X(w)

com X(w) = F{x(t)}
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Relacao de Parseval

Relacao de Parseval

“+oo

/_Oo Ix(t) Pdt = %/_:o X () 2dw

com X(w) = F{x(t)}

O termo no primeiro membro é a energia total do sinal x.

|X(w)|? designa-se por densidade espectral de energia do sinal x.
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Propriedades

A convolucdo de dois sinais é dada por

+oo

x(t)*y(t)z/ «(F) y(t — 7)dr

—0o0

Convolucao

x()xy(t) <= Xw)Y(w)

com X(w) = F{x(t)} e Y(w) = F{y(t)}

A convolu¢ao no dominio do tempo resulta corresponde a multiplicacao no
dominio das frequéncias.
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Num canal de comunicagdo, o sinal na saida do canal/sistema y(t) é dada
pela convolugdo entre o sinal de entrada x(t) e a resposta impulsiva do

canal h(t). y(t) = h(t) * x(t)

x(f)

_

h()

»@®

A transformada de Fourier da resposta impulsiva do canal designa-se por

resposta em frequéncia do canal.

+oo .
H(w) = F{h(t)} = / h(t)e ¥t dt

No dominio das frequéncias, a transformada de Fourier da saida é igual ao
produto das transformadas de Fourier do sinal de entrada e da resposta

impulsiva do canal.

y(t) = h(t)  x(¢)

<y Y(w) = Hw)X(w)



com X(w) = F{x(t)} e Y(w) = F{y(t)}

Esta propriedade é dual da convolugdo.
A multiplicacdo no dominio do tempo resulta na convolucdo no dominio
das frequéncias.

A multiplicacdo de dois sinais pode ser vista como utilizar um sinal para
alterar a amplitude (modular) o outro. E usualmente designada por
modulacao em amplitude.

As modulacdes s3o usadas em sistemas de comunicacdes para adaptar o
sinal a transmitir ao canal de transmissdo.
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Chamamos fungao signum (ou fungao sinal) a fun¢io

sgnit)

1, t<0

Sign(t):{ 1 t>0 g

Exercicio: Escreva a funcdo sinal utilizando a funcdo de Heaviside e
determine a sua transformada de Fourier.

sign(t) = 2u(t) —1 sign(t) L 2
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Exercicio

Mostrar que

x(t) cos(wot) <o % [X(w — wo) + X(w + wo)]

x(t) sen(wot) PN %[X(w—wo)—X(w+wo)]
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Uma vez que a funcdo de Heaviside é descontinua em x = 0 n3o é possivel
calcular a sua derivada no sentido habitual.

No entanto, usando o conceito de derivada generalizada, pode mostrar-se
que

dt

Como consequéncia a fungdo de Heaviside pode ser escrita como

t
u(t) = / 5(r)dr
—00
Pode encontrar a transformada de Fourier da funcdo de Heaviside usando

a propriedade da integrac3o.

u(t) L ﬁa(w)+ji}



Qualquer funcdo x real pode ser escrita como a soma de uma fungdo par
com uma fungdo impar, isto é:

x() = Xpar(t) + Ximp (1)

onde Xpar(t) € Ximp(t) sdo, respectivamente, as componentes par e impar
de x. As componentes podem ser definidas da seguinte forma:

Xpar(t) = W Ximp(t) = X(t)zx(t)
Seja X(w) = F{x(t)} = A(w) + jB(w). Entdo
X(-w) = X*(w)
Xpar(w) = Re [X(w)] = A(w)
Ximpar(w) = jIm [X(w)] = jB(w)
Pode concluir-se que a transformada de um sinal par é uma fungdo real e a

transformada de um sinal impar é uma fun¢do imagindria pura.



Pretendemos determinar a transformada de Fourier de um sinal periodico
x(t) de periodo Tp.

Uma vez que é periodico, podemos escrevé-lo usando a série exponencial
de Fourier

< 2r

t = eijkt , = —

x(t) kg Ck com  wo =
=—00

Aplicando transformada de Fourier a ambos os lados da relacdo e usando

linearidade, vem
—+o0

X(w)= > o F{eH}

k=—o00
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Sabemos que F{d(t)} = 1. Usando a propriedade da dualidade vem
F{1} =276 (—w)

Mas 0(—w) = d(w), logo
F{1} = 2mé(w)

Aplicando translacdo na frequéncia, obtemos

F{e/“0t} = 2716(w — wo)

e portanto '
F{efktY — 216(w — kuwp)
Logo
“+o0o
X(w) =27 Z ck O(w — kwp)
k=—0oc0

A transformada de Fourier de um sinal periédico pode ser vista como um
pente de impulsos equidistantes que ocorrem nas frequéncias kwg (as

freﬂuéncias harmdnicas do sinal).



Consideremos o sinal de onda quadrada ilustrado na figura

x(1)

& N 1 B R

N |-
I
of
i)

N |- =

Os coeficientes da série de Fourier deste sinal s3o

2
Ck = T sen (wokT1)

wo

Logo a transformada de Fourier do sinal é

X(w) = on Z —sen (wokT1) 6(w — kwp)

k_—oo
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Transformada de Fourier de Sinais Periédicos

)
°~1F|I'."III+I., d [
-27 -T IT-, T, I T 21 t
2 2
A transformada de Fourier do sinal é
—+o0
47 1
X(w) = —= —sen (wokT1) 6(w — kwp)
woT k
k=—
X(w)
T=4T, 2 [ b
PR Pl BN :" l I \ P I BT O
S N VA RITRN WA e
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